Bevezetd analizis 1. gyakorlat 2018/19. 1. félév
5. csoport, csiitortok 14-16

Els6 gyakorlat (szept.13.)

Logikai bevezets feladat: Mely kartyakat kell megforditani, hogy tudjuk, érvényesek-e? Miért?
Mas hasonlo példak Mérs Laszlo Eszjarasok cimt konyvében

Allitasokhoz példak, indoklassal.
P: Minden z-hez van olyan x < y, amelyre f(z) <y
Q: Van olyan y, hogy minden z < y esetén f(z) <y

Monotonitas definicidja, példak.

Fontos: f(xz) = |z| nem monoton a szamegyenesen. Adott I intervallumon van olyan fiiggvény,
amely monoton né és monoton csokken, (a konstans fliggvény) de olyan nincs, amely szigorian
monoton novekvd és szigortian monoton csokkend is lenne.

Az f(x) = |z| fiiggvény: monotonitas, minimuma nulla, maximuma nincs.
SzélsGértékek definicioja, példak indoklassal.
Van-e olyan fliggvény, amely sehol nem vesz fel nullanal kisebb értéket, de nincs minimuma?

|z[, haz #0,
3, hazx=0
Sem minimuma, sem maximuma nincs.

3.22-es feladat, f(z) = {

_’x‘a ha z 7é 0,

Hasonloan: f(z) = { = 0
-5, ar=

Hazi feladat: 1.12, 2.15, 3.13-3.16, 5.10, 5.16

Tanulni: Jegyzet 3.1-3.5 szakaszok



Masodik gyakorlat (szept. 27.)

Hazi feladatok megbeszélése:

— 1.12. Ha két allitas ugyanazt jelenti, akkor az egyikb6l kovetkezik a mésik és a masikbol
az egyik, vagyis pontosan ugyanakkor teljesiilnek. Itt ez nem allt fenn, mert tudtunk olyan
esetet mondani, mikor az elsg teljesiilt, de a méasodik nem.

— 3.13-16. Probaljunk minél egyszertibb példadkat hozni, mert a példarél meg kell mutatni,
hogy miért teljesiti az adott tulajdonsagot. (Ami gyakorlaton volt, arra lehet hivatkozni.)
x, hax#0

Ehhez kapcsolodo hazi feladat: az f(z) =
1, haz=0

fliggvényrdl belatni, hogy j6 példa

a 3.15-0sre

— 5.10, 5.16 Ha valami nem igaz, elég egyetlen ellenpéldat mutatni.

A 2.15-6st megoldottuk kétféle modon: elGszor O-ra rendezve és a tort el§jelét vizsgalva (szamlalo
és nevezd el6jele alapjan), masodszor pedig esetszétvalasztassal a nevezd, vagy az (x + 2) els-
jele szerint. Fontos, hogy egy ismeretlent tartalmazé kifejezéssel nem szabad csak gy szorozni
egy egyenlGtlenséget, az elGjeleket mindig meg kell vizsgalni! A két esetben kapott megoldasok
unidja adja az egyenl6Stlenség 6sszes megoldésat, vagy kotGszoval kapcesoljuk Ossze, mert mindkét
eset kiilon-kiilon jo megoldas. Az abra segit, de az nem megoldas, nem lehet arrél leolvasni a
metszéspontokat, azokat ki kell szdmolni.

Abszolutértékes egyenltlenségek: 3.277, 3.279. Mit jelent az, hogy |a| < 57 a < 5 vagy a > —5.
Itt az a helyén barmilyen kifejezés allhat, akkor is miikodik.

Amikor esetekre bontunk, mindig ki kell irni, hogy milyen esetek vannak (pl: z < 2) és erre
figyelni kell a megoldas megadéséanal is. Erre (is) példaként megnéztiik a 2.15-6s modositasat,
azaz az \{%2| > 1 egyenlétlenséget.

Az oOra végén pedig logikai feladatokat vettiink, 1.5-1.11, megbeszéltiik, hogy az 1.8 igaz. Ha
nem lenne igaz, mutatnunk kellene egy 2-re végz6d6 paros négyzetszamot, amit nem lehet, mert
négyzetszam nem végzddhet 2-re! Hasonloan igaz az 1.11-es is, hiszen nem tudunk mutatni egy
teremben ropkods piros krokodilt, ami nem 17-nél nagyobb primszam. ("Az iires halmaz minden
elemére minden igaz.")

Hazi feladat: 2.17, 3.60, 3.62, 3.69, 3.70

Tanulni: jegyzet 2. fejezet 2. szakasz (egyenlStlenségek), 3. fejezet 2. szakasz (paros, paratlan
fiiggvények)

Szorgalmi: 1.41



Harmadik gyakorlat (okt.4.)

e rOpzh
e Hazi feladatok megbeszélése

— 3.60-3.70: Megbeszéltiik a definiciokat, hogy mit jelent az, hogy egy fiiggvény paros, illetve
paratlan. A péarossag, illetve paratlansag igazolasihoz minden z-re be kell latni a definicio
teljestilését. Ahhoz, hogy egy fliggvény nem péros, vagy nem péaratlan, elegends egyetlen
ellenpéldat mutatni. Megbeszéltiik, hogy a konstans nulla fliggvény péros és péaratlan is,
tehat a két tulajdonsig nem kizaro.

— 2.17. Részletesen végigbeszéltiik, hogy hogyan kell esetenként végigszamolni, a legnehezebb
a megfelel§ ,és” és wagy” kotGszavak hasznalata. Ha két eset az ,@s” kotGszoval van Gssze-
kapcsolva, akkor a megoldashalmazok metszete, ha pedig ,vagy” kotGszoval, akkor a kapott
megoldasok unidja kell. Fontos, hogy mindig nézziik meg, milyen f6 esetiink van, amelyen
beliil ismét esetekre bontottunk. (Oran szinessel kiilon jeloltem. )

o Egészrész: © — 1 < [z] <z, ez szoban megfogalmazva: ,az z-nél nemnagyobb egészek koziil a
legnagyobb”

o Tortrész: definicio: {z} = z — [z] Azaz egy szam tortrészét ugy kapjuk, hogy magabol a szambol
kivonjuk annak egészrészét.

o Mindkét fliggvénynek folrajzoltuk a grafikonjat, megbeszéltiik, hogy negativ szamoknél figyelni
kell.
Gyakorlasként tablazatosan felirtuk a 3.176-3.183-as feladatok megoldésat, majd megmutattuk,
hogy az egészrész se nem péaros, se nem paratlan és a tortrész fliggvény sem paros és nem is
paratlan.
A tortrésznél megbeszéltiik, hogy ha az © = %—t vizsgaljuk, akkor abbol, hogy {%} = {_71} az
kovetkezik, hogy a fliggvény nem péaratlan, az viszont nem kovetkezik, hogy nem paros, ahhoz
egy olyan z-et kell mutatni, ahol f(x) # f(—=x). Példaul az x = —0,4 méar jo ellenpélda erre.
Megmutattuk, hogy az egészrész fliiggvénynek nincs maximuma, mert minden egész M-nél vesz
fel nagyobb értéket példaul az M + 1 helyen, mert [M + 1] = M + 1.

o A hazi feladathoz kis segitségként megbeszéltiik és felrajzoltuk az f(z) = 3[z] és a g(x) = 3{x}
fiiggvény grafikonjat.

e Hazi feladat: 1.34, 1.37, 1.38, 3.185, 3.188, 5.51, 5.52.
e Tanulni: jegyzet 3. fejezet 6. szakasz (szakaszonként adott fiiggvények)

e Szorgalmi: 3.146., Van-e olyan mindeniitt értelmezett fiiggvény, mely nem a konstans nulla és
paros és paratlan is?



Negyedik gyakorlat (okt.11.)

répzh

Héazi feladat megheszélése: 5.51 definicié szerint felirtuk, hogy mit jelent az, hogy péros és az,
hogy szigortan monoton. Megmutattuk, hogy ez a ketts egyszerre nem teljestilhet. (f(—1) = f(1)
mert f paros, de ha f szigortian monoton né, akkor f(—1) < f(1)) Az 5.52 is hasonléan belat-
hato definicié alapjan, de az 5.51 felhasznalasaval indirekten egy sor: tegyiik fel, hogy szigorian
monoton és paros. Ez ellentmondéas az 5.51 alapjan.

Allitasok tagadasa: még a hazi feladat kapcsan elSkeriilt, hogy mi is az indirekt feltevés, ahogy
éppen az allitas ellenkez§jét vizsgaljuk. Megbeszéltiik az 1.17-esben az 6sszes mondatot egyesével,
hogy mit jelent, mikor igaz. Egy allitas tagadésa pontosan akkor igaz, mikor az eredeti allités
hamis és pontosan akkor hamis, mikor az eredeti allitas igaz. A ,ha ez, akkor az” alaka &llitasok
tagadés az ,,ez és nem az”. Ezt konnyebb meggondolni, ha az allitas elé odaképzeljiik a ,,minden
esetben’-t az elejére, igy elég egyetlen ellenpéldat adni, hogy van olyan eset, amikor hull a hé és
Micimack6 nem fézik.

Periodikus fiiggvények: megbeszéltiik a definicidt, hogy miért kell a p # 0 és az x — p feltételként.
Abbdl, hogy a fliggvény periodikus, nem kdvetkezik, hogy az egész szamegyenesen értelmezve
van, erre példakat is mondtunk, rajzoltunk. Kérdésként felmeriilt, igy allitdsként kimondtam,
hogy ha p peridédusa f-nek, akkor minden k£ nemnulla egész szamra kp is periodusa f-nek. (k =2
esetre a bizonyitast is megnéztiik.)

3.102, 104, 107: Azt, hogy az x? nem periodikus, kétféle modon is megnéztiik, egyrészt definiciobol
kiindulva, hogy f(z) = f(z+p) alapjan 22 = (z+p)?, ami nem teljesiilhet minden z-re. Masrészt
megmutattuk, hogy a 0-t csak a 0-ban veszi fel, tehat x = 0-hoz nem létezik olyan p # 0,
melyre a definicié teljesiilne. Ez altalaban jo otlet, hogy egy fiiggvényrsl megmutassuk, hogy
nem periodikus, ha talalunk egy olyan értéket, amit csak egyszer vesz fel. Igy konnytd igazolni,
hogy az |z| + 1 sem periodikus (bar itt nem a nulla a kérdéses érték). A konstans fiiggvény
minden nemnulla szam szerint periodikus. Felrajzoltam és meggondoltuk, hogy a [sin ]| 27 szerint
periodikus.

Hazi feladat: 3.6, 3.7, 1.25., 3.84, 3.85,3.98 /b, 3.95. a feladat elss allitasabol kovetkezik-e, hogy
f periodikus?

Tanulni: Jegyzet 3. fejezet 2. szakasz, 3. fejezet 3. szakasz (fiiggvénykompozicio)
Szorgalmi: A Fdéldes példa Gsszes tobbi megoldasa, 1.42

Beadhat6 e-mailben vagy jovs orén és akkor kijavitom gy, mintha a zh-ban lenne: 3.267



Otodik gyakorlat (okt.18.)

e 1r6pzh
e Hazi feladat megbeszélése:

— 3.6-ost definici6 alapjan megmutattuk, hogy két szigortian monoton noévé fliggvény Gsszege
nem lehet szigortian monoton csckken, de ha a szigorisagot nem kovetlejiik meg, akkor
példaul két konstans fliggvény teljesiti azt, hogy két monoton ndévekvs fliggvény Osszege
monoton csokkend. A 3.7 alapjan mutattam példat, hogy szorzatuk lehet monoton csékkend.

— 3.84, 3.85. egy példan keresztiil mindkét feladatra hoztunk ellenpéldat, legyen f(z) = 2,
g(z) = 23, ekkor f paros, g paratlan (ezt is meg kell mutatni), az Gsszegiik viszont nem
paros és nem is paratlan (ehhez elég egy ellenpélda pl x =1 jo).

e 3.109 Els6 lépésként megmutattuk, hogy {x} p = 1-re periodikus, felirtuk a tortrész definiciojat,
megmutattuk, hogy [x]+1=[z+ 1], mert z < [z]+1 < x+1ész < [z + 1] <z + 1. Kitérdként
beszéltiink az Gsszetett fliggvényekrsl, hogy altalaban f o g # g o f (erre mutattunk is példat,
hogy azt, hogy két fiiggvény nem egyenls, tgy lehet megmutatni, hogy hozunk egy = értéket,
melyben a két fiiggvény mas értéket vesz fel). Az {x}? is Gsszetett fiiggvény, melyben a bels§
fliggvény periodikus, igy més is lehet a kiilsé fliggvény, a kompozicié periodikus lesz.

1, hazx # 0

—1, har =0

Ez nem periodikus, mert a —1-et csak egyszer veszi fel, de a négyzete a konstans 1 fliggvény,

amely periodikus.

Felmerilt kérdésként: abbol, hogy a kiils6 fliggvény periodikus, még nem kovetkezik, hogy a

kompoziciofiiggvény periodikus lesz. (Bizonyitast lasd a kiilon fajlban.)

Az nem igaz, hogy ha f? periodikus, akkor f periodikus. Legyen f(x) =

e 5.24. Az abra segit, de nem bizonyito ereji, ha két fliggvény nem azonos, mutatni kell egy
ellenpéldat, egy olyan x-et ahol més értéket vesznek fel. Itt az x = % j6 példa.

e Hézi feladat: gyakorlas a zh-ra (lasd Besenyei Adam honlapjan a gyakorlé feladatsort), konzul-
tacio e-mailben egyeztetve.
Jov6 héten a ZH-t a gyakorlat termében és idejében irjuk.



Hatodik gyakorlat — ZH

Hetedik gyakorlat

e ZH megbeszélés, az A csoport részletes megoldéasat 1asd a honlapomon.

e Injektivitas: egy fliggvény injektiv, ha kiilonb6zé értelmezési tartoméanybeli elemekhez kiilonb6z6
értékeket rendel. Azaz ha x # y, akkor f(x) # f(y). Ezzel ekvivalens, hogy ha f(z) = f(y), akkor
x = y. Ezt fogjuk altaldban majd megmutatni. A fliggvényt, mint hozzarendelést krumplikkal,
nyilakkal fel is rajzoltam. Az adbra segit. érdemes a kérdéses fliggvényt véazlatosan felrajzolni.
Példaként megnéztiik az f(xr) = x? fiiggvényt eldszor a teljes szamegyenesen, majd a [0, 00)
intervallumon.
Az f(z) = 22 az egész szamegyenesen nem injektiv, mert példaul 2 # —2, de f(2) =4 = f(-2).
A [0,00) intervallumon viszont injektiv, ezt a definici6 alapjan néhany algebrai atalakitassal
belattuk.

22 = 2
22— 2 =0
(z—y)(z+y) =0
Ez pedig az x,y > 0 feltétel mellett csak tgy teljesiil, ha x = y.

e Inverz: Legyen f injektiv fiiggvény. Ekkor f inverze f~!, mely R(f)-en van értelmezve és melyre
f~Y(y) = z, ahol f(x) = y. Az inverz tehat visszakeresi adott y fiiggvényértékhez tartozé x
helyet. f injektivitasa miatt ez egyértelmd. Az inverzfiiggvény R(f)-bdl D(f)-be képez, ezt is
felrajzoltam a krumplikkal.

Mivel adott fiiggvény inverzét a koordinatak felcserélésével kapjuk, az inverz grafikonjat az f
fliggvény grafikonjanak az y = = egyenesre vald tiikrozésével is megkaphatjuk.

wRecept” az inverz megkereséséhez: (Természetesen lehet mésképp is jelolni, hogy az inverz fiigg-
vény valtozojat meghagyni y-nak.)

— Igazoljuk, hogy f injektiv.

— irjuk fel a fiiggvényt y = f(x) alakban

— cseréljiik meg a koordinatakat x = f(y)

— fejezziik ki y-t

— egy adott érték behelyettesitésével dontsiik el az elGjelet

e Példa: 3.128. Teljes négyzetté alakitas utan felrajzoltuk a fliggvényt és igazoltuk, hogy a [2,00)
intervallumon injektiv.

(=27~ (y—27 =0
[x—24+y—2|[zr—2—-(y—2)]=0
(z—y)(z+y—4)=0

Egy szorzat akkor és csak akkor nulla, ha legalabb az egyik tényez§je nulla. Ez pedig az x,y > 2
feltétel mellett csak dgy teljesiil, ha x = y, tehat ezen az intervallumon injektiv. Inverzet a
srecept” alapjan kerestiink. 2 + v/z + 4 = y és az inverz fliggvény példaul a 0-ban 4-et vesz fel,
tehat az f~!(z) = 2 + V& + 4 hozzarendelési szaballyal adhato meg.

e Racionalis szamok: Azokat a valos szamokat, amelyek felirhatoak két egész szam hanyadosaként,
racionalisnak nevezziik. A racionalis szamok halmazanak jele Q.
Amely valos szamok nem irhatoak fel két egész szam hanyadosaként, azok az irracionélis szamok.



A /2 irracionalis, mivel ennek bizonyitésat majdnem mindenki latta mar, nem beszéltiik meg,
de a jegyzetben (2. fejezet 1. szakasz) benne van.

Példak: a 2.1-esben belattuk, hogy két racionélis szam Osszege is racionalis, majd a 2.3 /a feladat-
ban indirekt igazoltuk, hogy a 3 + v/2 irracionalis.

Hazi feladat: 3.130, 3.131, 3.141, 3.142 (inverz)
2.8, 2.9, 2.11, 5.43 (racionalis, irracionalis szamok)

Tanulni: jegyzet 2. fejezet 1 szakasz (racionalis, irraciondlis szamok), 3. fejezet 9. szakasz (inverz)

Szorgalmi: 1.43 (atkelés a hidon)



Nyolcadik gyakorlat (nov.15.)

e Hazi feladatok megbeszélése: 3.130, 3.131. Erdemes vazlatosan felrajzolni a fiiggvény grafikonjat.
Ha egy fiiggvény nem injektiv, elég két kiillonboz6 értelmezési tartoméanybeli helyet mutatni,
ahol a fiiggvényérték megegyezik. A [-5,2] intervallumon injektiv, ezt a definiciobol kiindulva a
mult 6raihoz hasonléan igazoltuk. Inverzét az y = 2 £ /x + 3 Gsszefliggésbdl egy konkrét érték
behelyettesitésével kapjuk. f~1(z) = 2 — V& + 3, mely a [-3,46] intervallumbol a [-5,2]-be képez.
R(f) = [-3,46] = D(f 1), illetve R(f~) = D(f) = [-5,2]

3.141. Néhany példa: f(x) = x; %; —x + ¢, ahol ¢ € R tetsz6leges konstans.
3.142: Nem igaz, mert a fiiggvény nem biztos, hogy injektiv. (Ha injektiv, akkor igaz.)

e 3.36, 3.38. SzélsGérték-keresés. Az f(x) = 2% + x — 6 hozzarendelést célszert teljes négyzetté
alakitani, akkor konnyd abrazolni és ebbdl az alakbdl a minimum helye és értéke is leolvashato.
2’ +2—6=(z+3)?— 2%, minimumhelye 2 = —1, értéke y = —2. Maximuma nincs, ezt el
tudjuk fogadni. (Az 2? fiiggvényhez hasonléan lehetne bizonyitani.)

Zart intervallumon szélsGértékhely-jeloltek lesznek az intervallum végpontjai is, ezeket is meg
kell nézni. f(—3) =0, f(10) = 104, f(—3) = —% Igy tehat maximum helye 2 = 10, értéke 104,
minimumhelye z = —%, értéke y = —%. Azt meg kell nézni, hogy az x = % benne legyen a [-3,10]

intervallumban.

e Szamtani és mértani kozép. 2.27-es feladatban megmutattuk, hogy az ai,as szidmok szamtani

kozepére igaz, hogy a; < 9592 < ay.

a a

< 1+ a2
2

2a1 < a1 + a

a

a1 < as

Itt nagyon fontos, hogy ekvivalens atalakitasokat végeztiink, azaz ezeken a lépéseken visszafelé
haladva igaz allitast kapunk. (Hazi feladat az egyenl6tlenség masik oldalat igazolni.)
Az a1, a2 nemnegativ szimok mértani kozepére igaz, hogy 0 < a; < (/aras < ag. Ezt is lehet
ekvivalens lépéseken keresztiil az el6bbihez hasonléan igazolni, illetve direkt tton is:

a1 < as /a2 (az >0, a relaciésjel nem valtozik)

ajag < ag a1,a9 > 0, ezért lehet gyokot vonni

vaiaz < a

e Szamtani és mértani kozép kozti egyenlStlenség: a1, as nemnegativ szamokra fennall, hogy

! —2|r a2 Vaiaz = G. Bizonyitasat lasd a példatarban.

e 2.30: megnéztiik teljes négyzetté alakitassal, illetve a szdmtani és a mértani kézép kozti egyen-
16tlenséggel, a; = x, ag = 1 — x. Ha x € [0, 1], akkor a1, as > 0. Ekkor

A>G
x—i—l—aﬁz 20— )
2
1
12 z(1—x)

Ebbdl még nem kovetkezik, hogy a maximuma %, ehhez kell mutatni egy helyet, ahol ezt az
értéket felveszi, erre az © = % jo.

e 2.34. Az el6bbihez hasonloan ezt is meg lehet oldani algebrai atalakitasokkal (figyelni kell az

ekvivalens lépésekre), illetve a szamtani és a mértani kozép kozti egyenlStlenséggel az x és az %

szamokra felirva.



o Hazi feladat: 3.39. (mésodfoku), 2.37, 2.38. 2.42 (nevezetes kozepek), 5.71, 5.73 (inverz, paros)
e Tanulni: Jegyzet 2.3, 2.4 (szamtani, mértani kézép), 3.8 (méasodfoku fiiggvény szélsGértéke)

e Szorgalmi: 2.40



Kilencedik gyakorlat (nov.22.)

e rOpzh

e hazi feladatok megbeszélése, A > G alkalmazésa szélsGértékek meghatarozésahoz. 2.34, 2.37,
2.39. Ahhoz, hogy a szamtani és a mértani kdzép kozti egyenlStlenséget hasznaljuk, mindig meg

kell nézni, hogy a szamok nemnegativak. f(r) = 22 +1+ ——— esetén a1 = 22+ 1, az = :
241 241
Ezek mindig pozitiv kifejezések, tehat alkalmazhatjuk az egyenlGtlenséget.

1
Al 1
> 241 ——
2 - (x+)<x2+1)

> 2
241~

2?4+ 1+

Ebbd&l még nem kivetkezik, hogy a keresett fliggvény minimuma 1! Meg kell mutatni, hogy ezt az
értéket felveszi. Kzt lehet ranézésre”, vagy azt felhasznalva, hogy a szdmtani és a mértani kdzép
kozti egyenlGtlenség akkor teljesiil egyenl&séggel, ha a két szdm megegyezik. Itt = 0 esetén
teljesiil, f(0) = 1, tehat az 1 valoban minimuma.

Elsfordulhat, hogy a szamtani-mértani kézéppel kijott minimumot/maximumot nem veszi fel a

fiiggvény, erre volt példa az f(z) = 22 +2 + Az elébbi gondolatmenettel kapott 2-t nem

x2+2
fogja sehol sem felvenni. Az igaz, hogy mindenhol 2-nél nagyobb vagy egyenls értéket vesz fel,

de a 2 nem minimuma.

¢ Egyenl6tlenségek, kovetkeztetések
Harom dolgot lehet hasznalni, ezek alapjan oldottunk meg a kiegészits feladatsorrél néhany
egyenl6tlenséget. (A feladatsor fent van a honlapon.)
1. tranzitivitds: a <bésb<c= a<c
2. hozzaadas: a < b és c tetszGleges szam = a+c < b+c
3. szorzas: a < bésc>0= ac>bc
Ezekhez még két aprosig’”
Ha a < 0, akkor —a > 0.
1
Ha a > 0, akkor — > 0.
a

e 4-est megnéztiik kdzosen:

4:aq< bhozzéadas 0 < b— ahozzéadés b < _a
+(~a) +(=b)
Az 5. megoldasa: a < bésc <0
SZOrzZAS hozzaadas
a<b ="—ac< —-bc = T bc<ac
/-(=c) “+ac+be
A 20-as:
hozzaada
a<b " EE ot e<b+e
trangitivits
hozzaZdas T="ate<btd
c<d ="b+c<b+d

+b

e 0nallé munkaban 6,7,20,21,10,11, ezeket utana elkezdtiik megbeszélni, befejezni héazi feladat. A
6-0s nem igaz, példdul a = —2, b= —1 esetén a < b, de 4 £ 1
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e 2.19-es: Abréazolas ismét segit, az elsé rész megoldéasa y € (—oo, —5)U((5,00). A masodik részben
kénnyen latszik, hogy az y = 5 jo, s6t, megbeszéltiik, hogy minden 5 < y j6. Az y = —5 nem lesz
jo, mert példaul az x = —4-re teljesiil, hogy = >y, de 22 = 16 »¥ 25. Hasonloan, ha y < 5, akkor
x =5 ellenpélda, tehat csak az y € [5,00) lesz jo megoldas.

e Hazi feladat: 1.31, 1.32, 1.33, 5.63, 5.64
kiegészit6 feladatsorrél 10,11,14,15

e Szorgalmi: Tegyiik fel, hogy a < b és x < y. Melyik nagyobb: ax + by, vagy ay + bx? Hogyan
fogalmazzuk at a feladatot, hogy egy 6todikes is meg tudja oldani?
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Tizedik gyakorlat (nov. 29.)

e utolsd ropzh

e Hazi feladat megbeszélése — ezen csak gyorsan atmentiink, a kiegészit§ feladatsorrél a 14-es kap-
csan megbeszéltiik, hogy ha pozitiv, akkor é—val is lehet szorozni. A 14-esre egyszerii ellenpéldat
mutattunk, akir az a = —1, b = 1 j6. Az 1.33-asra szintén mutattunk két példat, hogy egyik
allitasbol sem kovetkezik a masik.

e Becslések.
Alapszabéalyok:

— Nem kell megoldani az egyenlStlenséget, elég egyetlen N-et megadni.
— Abbol, hogy n = k-ra igaz, még nem koévetkezik, hogy k < n-re is igaz.
— Nem kell a legkisebb N-et megadni.

Hasznos megjegyzések: ha nemnegativ tagokat hagyok el egy 0sszeghdl, akkor azzal az Gsszeget
nem noévelem, illetve fels6 becslésnél ha minden tag helyett a legnagyobb tagot irom be, akkor
az Osszeget nem csOkkentem. Nem érdemes rendezgeti, azzal nem fog kijonni. Az elején céleszi
olyan alakra hozni, hogy a ,dominans” tag (barmit is jelentsen ez, de mindenki érzi, hogy mi
van mogotte) legyen az egyik oldalt, a mésik oldalon pedig a t&bbi tag, majd ezt kell elkezdeni
feliilrsl becsiilni.

e 4.52. 10n% +3n%2 +1 < n® 4+ 3n + 2 A ,dominans” tag az n’, ezt hagyjuk jobb oldalt, a tobbit
atvisszik.
10n® +3n? — 3n — 1 < n®. A bal oldat elkezdjiik feliilr6] becsiilni, el6szor a nempozitiv tagokat
lehagyjuk. A -1 mindig elhagyhato, a 3n csak n > 0 esetben. A becslés soréan tesziink feltételeket,
azokra figyelni kell!
10n% 4+ 3n? — 3n — 1 < 10n® + 3n%. Az lenne a jo, ha n-nek csak egyféle hatvanya szerepelne,
tehat minden tag helyébe a legnagyobbat irjuk.
10n? +3n2 — 3n — 1 < 10n3 + 3n? < 10n> + 3n3. Ez csak akkor igaz, ha 1 < n.
Ekkor elég lenne, ha 13n3 < n® teljesiilne, hiszen ekkor az egyenl6tlenséglancon végigmenve az
eredeti is teljesiil. (Kihasznaljuk a tranzitivitast.)

13n® < n®
13 <n® (%)
V13 <n

A becslés soran tett feltételeket (0 < n, 1 < n) is figyelembe véve ha /13 < n, akkor az
egyenlGtlenség teljesiil. Ha 100 < n, akkor is igaz, tehat minden 100-nal nagyobb szém kielégiti az
egyenlGtlenséget. Az egyenlStlenség megoldashalmaza viszont nem a (100, 0o) intervallum, hiszen
ebben a 100 nincs benne, de kénnyen ellenérizhet§ behelyettesitéssel, hogy az is megoldasa.

(%) Itt tgy is lehet folytatni, hogy n < n? ha n > 1, tehat 13 < n lesz a becslés végeredménye.
Mivel nem kell a legkisebb n-et megadni, ez is teljesen j6 megoldas.

o Megnéztitk még kozosen a 4.16-ost, melyre elGszor gytjtottiink alsd és felsG becsléseket, hiszen
ha els6re nem tudjuk, hogy mit szeretnénk latni, akkor igy lehet elindulni. A szamlaléban végil
nyn  n 1

n2

minden tagot y/n-nel becsiiltiink feliilrsl, majd megmutattunk, hogy az

no Vn

1
sorozatnak sincs 100-nal nagyobb tagja, mert — < 1, ha n > 1.
n

NG

e A becslésekhez egy kis segitség elérhetd Besenyei Adam honlapjan: (alapszabalyok, illetve egy na-
gyon részletesen kidolgozott feladat) http://abesenyei.web.elte.hu/mattanar/180/bevanalll8o/
bevanall18o.php
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Hazi feladat: 4.19, 4.28, 4.43-56
Tanulni: jegyzet 2.5 (becslések)

Szorgalmi: 4.20

Tizenegyedik gyakorlat (dec. 06.)

Hazi feladatok megbeszélése

4.53-55. A feladat szerint van olyan N, hogy minden n > N esetén a, > b,. Az a kérdés, hogy
kdvetkeznek-e ebbdl az allitasok. Mivel egyik esetben sem koévetkeznek, ezért egyetlen ellenpéldét
elég mutatni. Erre jo az 6ran is megbeszélt a, = 2n, b, = n sorozatpar, (illetve az a, = 1 és a
b, = 0 minden n-re, tehat két konstans sorozat.)

— minden n < N esetén a,, < b,
nem, hiszen az elgbbi sorozatokra teljesiil, hogy példaul N = 3 esetén minden n > N-re
an > by, ugyanakkor minden n < N-re is az igaz, hogy a, > b,.

— van olyan n < N, hogy a, < b,
nem, erre is jo az el6bbi példa, hiszen minden n-re igaz, hogy a, > by,.

— a, > b, akkor és csak akkor, han > N
ez sem kovetkezik, az el6bbi sorozatok jo ellenpéldat adnak.

4.28. Nem mindig tudjuk el6re, hogy adott a, sorozatnak van-e 100-nél nagyobb tagja. Ha azt
sejtjlik, hogy nincs, akkor a bizonyitadshoz elég mutatni egy b, sorozatot, melyre a,, < b, < 100.
ha azt sejtjiik, hogy van az a, sorozatnak 100-nél nagyobb tagja, akkor elég mutatni egy olyan
b, sorozatot, melyre 100 < b,, < an teljesiil.

Itt az a sejtés lesz helyes, hogy a megadott sorozatnak van 100-nél nagyobb tagja, tehat egy also

NG

becslést keresiink. Becsiiljiink minden tagot alulrél -nel. (Ha a tort nevezgjét noveljik, a tort

értékét csokkentjiik.) Ekkor

L I Y
N R N Y Y O

Ezért elég lenne, ha /n > 100 teljesiilne. Ez pedig n > 10 000 esetén teljesiil. Ekkor az
egyenldtlenség-lanc miatt az a, > 100 is teljesiil, tehat valoban lesz 100-nal nagyobb tagja.

4.39 egy tjabb gyakorlas a becslésre, n > 1106 esetén teljesiil, tehat N = 1106 jo lesz. (Megjegy-
zés: lehet kisebbet is mondani, de meg kell indokolni. Ez is mar n > 2re teljesiil, de nem kérte a
feladat, hogy a legkisebbet megadjuk, elég egyetlen j6 N-et megadni.)

Jaték: keressiik meg a fiiggvények inverz-parjait

Jaték: Kovetkezik-e? (A feladatok Besenyei Addam honlapjan megtalalhatoak http://abesenyei .
web.elte.hu/mattanar/18o/bevanall18o/bevanall18o.php)

ZH december 13-an 14:00-16:00-ig
Konzultacio: december 13., 12-14 D 4-429-es terem

Gyakorlo feladatsor Besenyei Adam honlapjan
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