Egyvaltozos analizis 1. gyakorlat
2019/20. L. féelév
3. csoport, csiitortok 14:05-15:35

1. gyakorlat (szept. 12.)

Bevezet rajzolgatos feladat: 3.40, 3.41 (egyenlére monotonitas nélkiil)

e Korlatossag: definicio: 3.42, alkalmazis f(z) = 22 , f(z) = {x}

Monotonitas: definicio, példa f(z) = {z} (a (0,1)-n monoton ng, de a|0, 1]-en nem monoton.)

Konvexitas: definicié, ekvivalens definicié a meredekségfiiggvény monotonitasaval.

3.85, 22-r6l mindkét médon megmutattuk, hogy (0, 00)-n szigordan konvex.

f(x) ={z} a (0,1)-n konvex és konkav is, a [0, 1]-en meggondolando! f(x) = {x} R-n nem konvex
és nem konkav, két ellenpéldaval belattuk.

Hazi feladat

3.40, 3.41 (monotonitassal, rajz elég, ha jo, de ha nincs olyan fiiggvény, azt bizonyitani is kell)
3.86 (konvexitas, érdemes nem csak az ekvivalens definiciéval megcsinalni) 3.89, 3.90, 3.92

Szorgalmi

Tarérudiért: Melyik nagyobb? 32019 4 52019 yaoy 2. 42019

2. gyakorlat (szept. 19.)

e Hauzi feladatok megbeszélése: 3.40-re egy rajz, 3.41-re megmutattuk, hogy nem létezik a feltételnek
megfeleld fliggvény.

e Folytonossag: definicié alapjan mutattunk jo 0-t minden e-hoz: Kieg. 1.18, 1.15., 1.13, 1.14. A
Jegyen § < 17 feltételt mi 6nkényesen kiszabhatjuk, de ez nem mindig elég. (pl egy racionélis
tortfiiggvény nevezgjének gyoke ne essen bele a vizsgalt pont d sugari kdrnyezetébe)

e Logikai feladatok: 3.220

e A Dirichlet-fiiggvény nem folytonos a 0-ban. (Megjegyzés: sehol sem folytonos.) Ha egy fiiggvény
adott pontban nem folytonos, legkdnnyebb gy lehet igazolni, hogy a folytonossag definicidjat
letagadjuk és adunk egy e-t, melyhez nincs 4.

Hazi feladat

Kieg. 1.16, 1.17
Fgy. 3.222, 3.218



Szorgalmi

Van-e olyan fiiggvény, amely pontosan két pontban folytonos?
3.220-as példa P—= Q iranyanak bizonyitasa atviteli elv nélkiil

3. gyakorlat (szept. 26.)

ropzh
Hézi feladat megbeszélése: 3.222 (egyik sem kovetkezik), 3.218

Folytonossagra vonatkozo atviteli elv: K 1.57, 1.59. (ha ellenpéldat kell adni, mi adhatjuk a
fiiggvenyt, ilyenkor célszerd mineél egyszertibbet vélasztani/kitalalni, sokszor jo az egy pontban
modositott konstans fliggvény), 1.49 ha f folytonos, akkor konnyti dolgunk van, egyébként egyik
allitasbol sem kovetkezik a masik.

K 1.51, 1.52, sorozatok hatarértékét kell megvizsgalni, majd az atviteli elvre hivatkozva lehet
megmondani a kérdéses hatarértéket

Hazi feladat

Kieg.

1.50, 1.55, 1.58, 1.60

4. gyakorlat (okt. 3.)

ropzh
Hazi feladat megbeszélése: 1.50.

Fiiggvényhatarérték definicioja alapjan igazolt hatarértékek: K. 1.67, 1.70, {2z}, 1.77, 1.81.

Hazi feladat

K. 1.18-1.82 koziil ami kimaradt
Beadhaté gyakorl6 feladatok kiilon fajlként feltoltve.

5. gyakorlat (okt. 10.)

Filiggvényhatarértékre vonatkozo atviteli elv. 3.200 Ennek segitségével igazoltuk, hogy azf(x) =
{z} fiiggvénynek nincs hatarértéke a co-ben. (Mutattunk két jo sorozatot.)

Hatarértékre vonatkozo atviteli elv és logika: 3.208 P-b&l nem kovetkezik Q, erre néztiink kdzosen
ellenpéldat.

Hatérérték és miveltek: felirtuk az Gsszeadasra, szorzasra és reciprokra vonatkozé tablédzatokat.
Az utobbi ketts segitségével lehet a hanyadosra vonatkozot is felirni. Kritikus limeszek: oo — oo,
0 - 0o, 6nmagaban az is, ha a nevezé 0, itt akkor nincs gond, ha tudjuk, hogy 0, vagy 0.

Feladatok: 3.144, 3.169, 3.080, 3.183

Hazi feladat
3.166-185 (hatarérték és miveletek)

Szorgalmi

3.209



6. gyakorlat 1. ZH

7. gyakorlat (okt.24.)

o 7ZH megbeszélése: otletek, tipikus hibak, megjegyzések

e Nagysiagrendek, nevezetes hatarértékek: K. 1.87, 1.88

e Rendér-elv: K. 1.101, 1.102

o e’ tipusi limeszek: K. 1.95-98

8. gyakorlat (nov.7.)

o Weierstrass-tétel: Els§ példa:

%, ha x # 0,
f(x)_{o, ha z = 0

és nézziik a [—1,1] intervallumon. Ennek nincs se minimuma, se maximuma.
3.239, 3.240, 3.242, 3.246, 3.258

e Bolzano-Darboux-tétel: Bizonyitsuk be, hogy az x® + 22 4+ x 4 1 polinomnak van valos gyoke!

Altalanossagban bizonyitsuk, hogy minden harmadfokt polinomnak van valés gyoke! 3.234a,

egyfelsl elég az, hogy a szamtani kozép a két szam kozott van. Egy maésik otlet, ha a g(z) =

flx) — M fiiggvény gyokeét keressiik az [a, b] intervallumon. (Itt most nem feltétlen latszik,

de az eltolos 6tlet sok esetben jol johet.) 3.263

Hazi feladat
3.241,3.243-246, 3.236, 3.259

Szorgalmi

Van-e olyan f: R — R fiiggvény, mely minden valds értéket végtelen sokszor felvesz?

9. gyakorlat (nov.14.)

1.

Bizonyitsuk be a Bolzano—Darboux-tétel segitségével, hogy minden d > 0 valds szdmhoz és n
pozitiv egészhez létezik olyan x > 0 valés szam, amelyre 2™ = d

z, hax € .. .
Bizonyitsuk be, hogy ha f(x) = { Q akkor az f fliggvény a szamegyenes semmilyen

—z, haz ¢ Q

nem elfajult intervallumén sem monoton.

Igazoljuk, hogy az f(x) = a® exponencialis fiiggvény szigoruan felez6pont-konvex, azaz x1 # xo
1 z2
esetén: q(@1+72)/2 < e ta”

Igazoljuk, hogy a > 1 esetén log,(x) szigortan felezépont-konkav.
Oldjuk meg a kivetkezs egyenleteket:

(a) 27 =2z
Keressiik meg a két konnyen lathaté megoldéast (1,2). Vegyiik észre, hogy az egyenes éppen
a 2% e két pontra fektetett hirjanak egyenlete. Tudjuk, hogy a fiiggvény szigortian konvex az
egész értelmezési tartomanyan. Ebbd6l kdvetkezik, hogy a megtalalt két metszéspont kozott
nincs més metszéspont (mert a fliggvény a har alatt van). Vegyiink fel egy tetszéleges



¢ > 2 pontot, majd irjuk fel a konvexités definiciojat az [1, ¢] intervallumon gy, hogy a 2
legyen a belss pontja. Ezt f(c)-re atrendezve megkapjuk, hogy f(c) > h12(c), azaz nem lesz
tobb metszéspont. Hasonléan vegyiink fel egy d < 1 pontot s irjuk fel a [d, 2]-n a konvexitas
definiciojat, majd rendezziik f(d)-re és megkapjuk azt, amit szeretnénk, hogy f(d) > hy (d),
tehét itt sem lesz masik metszéspont. Tehat az egyenletnek az 1 = 1 és x9 = 2 a megoldasa.

(b) logy(z) =2 — 1

Hazi feladat
e Igazoljuk, hogy 0 < a < 1 esetén a log, x szigortian felez6pont konvex!
o Fgy 4.227
e Logaritmus azonossagai (hatvany, tort, attérés mas alapra)

e Az 6rai 5/b-re nem volt mér idg, érdemes megnézni, ugyanazon mulik.

Igazoljuk, hogy 0 < a < 1 esetén a log, = szigortan felezGpont konvex!

Szorgalmi

Lehet-e irraciondlis szam irracionalis kitev6ji hatvanya racionalis?

10. gyakorlat (nov.21.)

e ropzh

e Trigonometrikus fiiggvények inverzei: 4.241 els§ négy fliggvénye, megbeszéltiik és felrajzoltuk az
arcsin(x), arccos(x), arctg(x), arcctg(x) fiiggvények értelmezési tartoméanyat, értékkészletét.

4.229, 4.231, 4.234, sin(arcsin(3)) nem is értelmes

Mozaikos kényvben megnézendd: sin(arcin(x)) és arcsin(sin(x)) fiiggvények abréazolasa

Derivalas definici6 szerint: f(z) = |z| az a = 0-ban nem derivalhaté (pl atviteli elvvel)

Hazi feladat
e Trigonometrikus fliggvények inverzei: 4.230,4.232; 4.233, 4.241 masodik négy fiiggvénye

e Mozaik Kiadé: Sokszinti matematika 11. osztalyos tankonyv: 186, oldal 1 példa, 188. oldal 3.
példa, 188. oldal 1,3-as feladat

e Derivélas: f(x) = /= az a = 0-ban nem derivalhato

11. gyakorlat (nov.28.)

e ropzh

e Hazi feladatbol f(x) = /= az a = 0-ban nem derivalhato

o Nevezetes drivaltak, log, z,e”, a®,

o Inverzfiiggvény derivilasa

e Derivalas definicié szerint: 4.19, 4.20

e Erint6 egyenlete: 4.42

e Derivalasi szabalyok gyakorlasa: 4.56, 57, 60, 61, 63, 76, 77, 94, 96 (Maradék hézi feladat.)



12. gyakorlat (december 5.)

e ropzh

e Lokalis és globalis szélssértékek intervallumon és R-n értelmezett fiiggvényeknél K. 1.111 (inter-
vallumon is megnéztiik), K 1.112-1.116

o SzélsGértekfeladatok: 4.155, 4.164, 4.160, 4.168, K 1.118
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