Bevezets analizis 1, 2018. 6sz, 1. zh A

Tudnivalék. Minden feladat 1 pontot ér, de csak teljes indoklassal. Részpontszam is kaphato, azonban stlyos hibat tartalmazo
megoldasra nulla pontot adunk, még ha a megoldasnak vannak helyes részei is. A dolgozat értéke osztalyzatban kb. 1-gyel
kevesebb az elért pontok szaméanal. A gyakorlatokon bizonyitott allitasok felhasznalhatok bizonyitas nélkiil az allitast pontosan
idézve (példaul ,Gyakorlaton bizonyitottuk, hogy...”), kivéve ha a feladat éppen a szerepelt allitas bizonyitasa. A feladatok
nem nehézségi sorrendben kovetkeznek, a megoldasukra 120 perc &all rendelkezésre.

Semmilyen segédeszkéz nem hasznalhatd, szamologép sem! Mobiltelefon, tablet, laptop stb. nem lehet az asztalon,
hasznalatuk tilos! J6 munkat!

1. Van harom lada, melyek mindegyikén egy felirat olvashato.

A lada: ’ Az arany ebben a ladaban van. ‘

B lada: ’Az arany nem ebben a lddaban van. ‘

C lada: ’Az arany nem az A ladaban van. ‘

Melyik ladaban van az arany, ha tudjuk, hogy legfeljebb egy felirat igaz?
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3. Van-e olyan nem péaratlan f: R — R fliggvény, melyre
(a) x + f(x) paratlan?
(b) z + f(z) nem péaratlan?
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. Legyen f(x) = 22, ha = # 0, valamint f(0) = 2. Van-e minimuma, van-e maximuma az f fiiggvénynek?
5. Az f: R — R fuggvényrdl tudjuk, hogy periodusa a 2, tovabba f(1) = 0. Kovetkezik-e ebbdl, hogy

(a) f(2018) =07

(b) f(2019) =07

6. (a) Igaz-e, hogy ha x # 0, akkor <17
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(b) Van-e olyan x # 0 valos szam, melyre [z] = 227
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. Legyen f: R — R fiiggvény. Mi a kapcsolat az alabbi két allitas kozott, azaz kovetkezik-e P-bsl Q,
kovetkezik-e Q-bol P?

P: Minden z,y esetén teljestil, hogy ha f(z) < f(y), akkor x < y.

Q: Az f fiiggvény monoton az egész szamegyenesen.



1. Az A ladaban nem lehet arany, mert kiilonben az A és B lada felirata is igaz lenne. Hasonloképpen,
a C' ladaban sem lehet arany, mert ekkor a B és C' lada feliratai lennének mindketten igazak. Ezek
szerint sem az A, sem a C laddban nincs arany, igy az A ladéan 1évé felirat hamis, a C' 1adan szerepld
felirat igaz, ezért sziikségképpen a B ladan olvashaté felirat hamis, tehat a B ladaban van arany.
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Két esetre kell bontani attol fliggéen, hogy az abszolutértékben allo kifejezésnek milyen az elGjele:
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Ha x > 0, akkor ha z-szel szorzunk, a relaciosjel nem fordul meg és 4 > z. Tehat x € (0,4].

Ha x < 0, akkor ha x-szel szorzunk, a relaciosjel megfordul és 4 < z, igy viszont lreshalmazt
kapunk, mert nem lehet egyszerre x < 0 és 4 < z.

Tehat ha z € (0,4], akkor az abszolutértékben nemnegativ kifejezés all.

Ekkor:
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Ha x > 0, akkor ha x-szel szorzunk, a relaciosjel nem fordul meg és
4<Tx
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Mindezt kaptuk az (0, 4] halmazon, tehéat és kapcsolattal dsszekotve € [7, 4

Ha x < 0 akkor ha xz-szel szorzunk, a relaciosjel megfordul. Itt nincs értelme folytatni, mert ha
€ (0,4], akkor x nem lehet 0-nal kisebb.
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Tehat itt a részmegoldés |z € [ 4}
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Ha z > 0, akkor ha x-szel szorzunk, a relaciosjel nem fordul meg és z < 4. Tehét 4 < x.
Ha x < 0, akkor ha x-szel szorzunk, a relaciésjel megfordul és x < 4. Tehat = < 0.
Tehat az ii) eset akkor all fenn, ha = € (—o00,0) U (4, 00).

Ekkor az abszolutérték elhagyaskor a benne 1év§ kifejezés (—1)-szeresét kell venni.
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Ha z > 0, akkor ha x-szel szorzunk, a relaciosjel nem fordul meg és — <zésx € (—o0,0)U(4, 00),

tehat ezek metszeteként .
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Ha z < 0, akkor ha x-szel szorzunk, a relaciosjel megfordul és — >z ésx € (—00,0)U (4,00),
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ezek metszeteként |z < —= |
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A teljes megoldast pedig tgy kapjuk, hogy az esetek végén kapott részmegoldésok uni6jat vessziik,

re (| Ul)

a) Indirekt tegyiik fel, hogy van ilyen nem paratlan f fiiggvény. Irjuk fel a definiciot, hogy mit jelent
az, hogy f(z)+ x paratlan.

fl@)+z=—(f(-z)+ (-2))
fl@)+z=—f(—z)+x
f(x) = —f(-z)

Ez pedig az jelenti, hogy f péaratlan, ami ellentmondéas, mert abbél indultunk, hogy f nem paratlan
fliggvény. Tehat ilyen nem pératlan fiiggvény nem létezik.
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b) Ilyen f fiiggvény van, legyen f = 2 konstans fiiggvény. Ez nem pératlan, mert f(0) # 0, vagy ha
nézziik a definiciot, akkor pl f(1) =2 és —f(—1) = —2, de —2 # 2.
Ekkor f(z)+ z sem paratlan, nézziik példaul az x = 1-ben. Ekkor a bal oldalon 1+ 2 = 3, a jobb
oldalon pedig —(2 — 1) = —1, tehat az f(z) + = fiiggvény nem paratlan.

f(z) = 22, ha x # 0, valamint f(0) = 2.

Ennek sem maximuma, sem minimuma nincsen.

Mivel a fiiggvény sehol nem vesz fel nullat és negativ értéket, ezért a maximuma (ha van) is pozitiv és
a minimuma (ha van) is csak pozitiv lehet.

Ahhoz, hogy f-nek nincs maximuma, elég, ha megmutatjuk, hogy minden f(z¢) fliggvényértéknél fel-
vesz nagyobb értéket a fiiggvény. Nézziik példaul az f(|zo| + 1)-et.

flzol + 1) = (|lzo| + 1)* = |2o|? + 2|ao| + 1

Ami pedig nagyobb z2-nél, mert 2|zo| +1 >0 .

A fiiggvény a 0-ban értelmezve van, de ott nem az f(z) = 22 szabaly hatarozza meg a fiiggvényértéket.
Az f(0) = 2 nem minimuma, mert példaul f(0,5) = 0,25 < 2 és nem is maximum, mert példaul
f(2)=4>2.

Ahhoz, hogy belassuk, hogy f-nek nincs minimuma, meg kell mutatni, hogy minden f(z¢)-nal felvesz
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kisebb fiiggvényértéket. Nézziik példaul az ’3320| helyen, f (|9520\> = % < f(xo) = 23

a) f(2018) = 0 ez nem kovetkezik belsle. Ezt tigy tudjuk igazolni, hogy mutatunk egy ellenpéldat.

Legyen /(@) = {1 egyébként

Ez p = 2 szerint periodikus. Ha z = 2n + 1 (n € Z), akkor x + 2 = 2(n + 1) + 1, ami szintén
paratlan. Ha z nem paratlan, akkor = + 2 sem, indirekt tegytik fel, hogy x +2 =21+ 1 (I € Z)
Ebbsl x = 2(I—1)+1 paratlan szam, ami ellentmondéas. Tehat mutattunk egy fiiggvényt, amelynek
periodusa a ketts, f(1) = 0 teljesiil ra és f(2018) # 0.

b) f(2019) = 0 Ez kovetkezik bel6le, hasznéljuk a periodikusség definicidjat és a gyakorlaton igazolt
allitast. f(x) = f(x +p) = f(x + kp), ahol (k € Z)
f)=f1+2)=f(142k)=f(1+2-1009) = f(2019)

0, ha x partlan
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6. a) x#0, — <1
x
0,5
Legyen z = 0,5. Ekkor {0,5} = 0,5 és 0’5 =1 £ 1, mivel erre nem teljesiil, ezért nem igaz minden
x # O-ra az allitas. (Minden 2 € (0,1) j6 ellenpéldanak.)
b) z #0, [z] =2z

Ilyen x van, példaul z = —0,5. Ekkor [-0,5] = —1 és 20 =2 - (—0,5) = —1.

7. P=Q

Indirekt tegyiik fel, hogy P és nem Q. Ha a Q nem teljesiil, akkor a fliggvény nem monoton az egész
szamegyenesen. Ha nem monoton ng, akkor van olyan g és g, melyre zo < yo és f(zo) > f(vo).
Nézziik ezt a két fuggvényértéket és a P allitast. P szerint ha f(z9) > f(yo), akkor yo < zp, ami
ellentmond az eredeti feltevéssel, hogy x¢ < yo. Tehat igaz, hogy P-bdl kovetkezik a Q allitas.
Q=P

Legyen f(x) = —x, ez monoton csokkend az egész szamegyenesen, tehat a Q allitas igaz ra. Meg kell
mutatni minden x, y-ra, hogy ha x < y, akkor f(z) > f(y).

—z = f(x) > f(y) = —y, tehat x < y, ami mindig teljesiil, ha z < y. A P azonban nem teljesiil, mert
lehet talalni ellenpéldat. Legyen = = 1, y = 0. Ekkor f(z) = —1 és f(y) = 0. Igy f(z) < f(y), de nem
teljestil, hogy = < y.



